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1 Laskutehtäviä

1. Olkoot Y1, . . . , Yn i.i.d. jakaumalla N(µ1, σ
2

1
) ja Z1, . . . , Zn i.i.d. jakau-

malla N(µ2, σ
2
2). Olkoot Y1, . . . , Yn ja Z1, . . . , Zn lisäksi toisistaan riip-

pumattomia. Olkoon

Θ = {(µ1, µ2, σ
2

1
, σ2

2
) : µ1, µ2 ∈ R, σ2

1
, σ2

2
> 0}

ja

Θ0 = {(µ1, µ2, σ
2

1, σ
2

1) : µ1, µ2 ∈ R, σ2

1 > 0}.

Määritellään

θ̂ = argmaxθ∈ΘfY,Z(y, z)

ja

θ̂0 = argmaxθ∈Θ0
fY,Z(y, z).

missä fY,Z(y, z) on otoksen (Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zn) tiheysfunktio.

Laske suure

Wp = 2
[

l(θ̂)− l(θ̂0)
]

.

2. Olkoon

Yi = β0 + β1Xi + ǫi, i = 1, . . . , n,

missä Yi ∈ R, Xi ∈ R, β0, β1 ∈ R, Xi ja ǫi ovat riippumattomia, Xi

ovat keskenään riippumattomia, ǫi ovat keskenään riippumattomia ja

ǫi ∼ N(0, σ2). Osoita,että

Cov

(

β̂0, β̂1 |X1 = x1, . . . , Xn = xn) = −
x̄ σ2

∑n
i=1

(xi − x̄)2
,

1



missä

β̂1 =

∑n
i=1

(Yi − Ȳ )(Xi − X̄)
∑n

i=1
(Xi − X̄)2

, β̂0 = Ȳ − β̂1X̄.

Huomaa, että luennolla osoitettiin, että

Var

(

β̂1 |X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
σ2

∑n
i=1

(Xi − X̄)2
.

3. Olkoon X ∈ R
p
ja ǫ ∈ R. Osoita seuraavat väitteet.

(a) Jos E(ǫ |X) = 0, niin E(Xǫ) = 0.

(b) Jos E(ǫ2 |X) = σ2
, niin E(ǫ2X ′X) = σ2E(X ′X).

4. Olkoon

Y = β ′X + ǫ,

missä Y ∈ R, X ∈ R
p
ja β ∈ R

p
. Olkoon (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) otos

(X, Y ):n jakaumasta. Merkitään Y = (Y1, . . . , Yn)
′
ja X = (X1, . . . , Xn)

′
.

Pienimmän neliösumman estimaattori on

β̂ = (X ′X )−1X ′Y .

Oletetaan, että (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ovat i.i.d., E(XX ′) on kääntyvä

ja E(Xǫ) = 0. Osoita, että

β̂
p

−→ β,

kun n → ∞.

5. Hölderin epäyhtälön mukaan

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q,

missä p > 1, 1/p+ 1/q = 1, ‖f‖p = (
∫

|f |p)1/p. Osoita, että

E(XY ) ≤ (EX2)1/2(EY 2)1/2.

2 Kertaustehtäviä (eivät kuulu laskuharjoituk-

siin)

1. Merkitään

l̄(θ) = Eθ0 log f(Y, θ),

missä f(y, θ) on tiheysfunktio ja θ ∈ Θ on parametri. Osoita Jensenin

epäyhtälön avulla, että

l̄(θ) ≤ l̄(θ0).
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